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U��� � � ���� �� �� ����� ¡ ���� ���������¢ �� � £�¤ ��� ��� � ��������� ������ �¥
���� ���������� � ��� ���� £�¤� ¦ ���� ���������

D
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U

��� �������� �§ ����� ������ ¡ ������ ¡ ��� ������
�� �������� �� ������ �� ¨©ª«©«ª ª¬­®¬¨¯°©±� ²�� ���������� ������ � �¤ �� � �¤
��� ������� ���������� � ³� �� �������� ������¢ ¡

D
��������� � �¤��� �� ���¥

������� �� ���� ���� �� ������ ����� � ´������ ������������ ��� � ������� �����
�� ��¤ ���¢������ µ� ����� �¶ ¡ ��� ��� �������� �� � �������¤ �� � ������ ��
��¢�¥����� ���¢���� ��¢ ���¢��¢�� �
³� ·¸¸ ���� �����¢¤ ¹º ¡ »º¼½ ¡ �� ������� ���������¤ �� ������ �� °¾¾¨­¬°®¬¿ «
­¨¯ ®°¬¯ «©�  ��� �����À����� �� ��� ·¸¸ �������� ������¤ ������ ������� ����
£���� �� ����������� ���������� Á ÂÃÄ Å���� ���� ���� �� ¡ �� ����������Æ ¡ Ç ÈÉ
Å���� ���� ����� ¡ �� ���������� ¡ �������¢ ����� �� £�¤�Æ ¡ ÇÊËÄ ÌÂÃÄ Å���� ����
���� �� ¡ ���������� �������Æ ¡ ��� ÇÊËÄ ÌÇ ÈÉ Å���� ���� ����� ¡ ���������� ��¥
����� ¡ �������¢ ����� �� £�¤�Æ � ³� ��� ����¢� �� ��� ·¸¸ �������� ������¤¡��� � ��� ������ �� ������� ����� ���� ��Í����� ���������¤ �������� �� �� �����
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� ������ � ���������� �� ��������� ���� ¡ ������� �� ������¢ ����� �� ����£� �
������ �������� �¤ �� ������ �� � �£� ���� �� ������ � ²��� ������� �� ���¥
������¤ �����¤�� �� ��������� ������������ �
²���� ��� � ��¤ ���� ���������� ���� ����� � � ���� �� ��� ������ �������� ��
����������� ���������� � ��� ��� ��¤ ���� �����¤ ��¶�� ��£ �� ���� ����������
�Í��� ��� � � ��� �������� ������������ ��� ����� �� �������� ������ ����� �
���� ������ ������ � � ���� � ������ �� ��� ���� ��� �������¢ � ³� ��� � ��£ ¹�� ¡
»�¼ ��½ ���¢�� ��£ ¢���� � ���� ���������� �� ��� � ����� �� ���� ���������� ¡ ���
��������� �¤ ��¤��¢ ���� ���¥����£ ����� ��� ��� � ��� ������ ��� � ¢������¥
���� ��� ������¤ ������ �������� � ³����� ¡ ���¥����£ ����� ��� ��� ���������
�� ������ �� � ��¤ ������ ��������� �� ��� ·¸¸ �������� ������¤� ¦������¤¡
��� � ��¤ ����� ���� ���������� ��� ���� � ��� ��¢�� ������¶��¤ �������� ����
�� ������ �� ��� ·¸¸ �������� ¹º ¡ »º¼½ � ¦ ��� ¡ �� �� £���� ���� ��� � �¶����
���¢�� �� � ���¥����£ ���� ������¢

n
���� ���� �� � ������ �¤ 2 lg n + 2

��� ��
��� �����¢� ���� ��� ���¢�� �� ����� ��

lg n
¹�� ¡ »�¼ �� ½ � ����� ��� ���¢�� �� �

�������� ���� ������¢
n

���� ���� �� �� �����
lg(n + 1)

¹� ¡ »� �º �¼½ ¡ ����� �� ���
���� ���� ��� �������� ���� �
³� ���� �¶� ���� ����� ����¤¡ �� ��� ���������� �� ��� �§ �����¤ �� ��Í �����
� ����������� ��� �¶�������� �� ���¥����£ ����� � ´�� �� ��� ������� ��� ����
����¤ �� ��� ���£ �� ���������� �� ��� � ��¤ ������ �� ������ �������� ������� �
� ��¤ ���������� ��� ��������� Å����£�¥��¥���¥�����Æ ��� ��� ����¤� �����¥��À�� ¡ ��� ��� ��¶�� ��£� ������¤ ����£ �� �� ������ ¡ ����¥�§ ����� ������� ��
��� ���� ��������� ��� ���� �� �¶� ������� � ³� ���������� ¡ ����������¥�����¢��
������ ��������� ���� ��� ���������� � ��� ��� �� ���������� ¢���� �� ��� ·¸¸
�������� ��� �����������¤ � ��� �������� ¡ ��� ����� ����� ���¤ � ���¢�� �� ¥
���� �������� �� ������� �� �
²�� ���� ��� �� ���� �¶� ���� ����� ����¤ �� �� ������ ��� ��� ���¢� �� ����¥
��� ����� �À����� ���������� ��� ��� ����¤ ���� ������ �����¢ �����������
���������� ¡ ��� �� �������� ����� ������ �� ��� �� ���� �� �����¢� �������� ¡
�� ���� ��� ������� �§ �����¤ �� ���������¤ �� �������� � �� ����� ��� �� ¥
���� �������� �� ���¥����£ ����� �� ��� ���������¤ ��������� �� ³ �²� �����¥
� �������� ¹��½ ����� �� ��¢��¤ ����� �À��� �� ���� �� �� �¤ ��� ������ ����¤
�¶� ���� ����� ��� �������� �¶������� �����¤ �� ��������� ¡ ��� �¶����� ¡ ��
¹�� ¡ ¦�� �  ½ � ²�� �� ³ �²� ������ �������� �� � �������� �� ��� �� �²�
������ �������� ����� �� ����� ����� �� ������ �� ¹� ¡ »»�¼� �� ½ � ¦ � �� ���
�� ³ �²� ������ �������� ¡ �� �� ����¤ � ������ ��������� ��� ���¥����£ ����� ¡
����� �� ���� ���� ��� ��� �����À����� �� ��� ���� ����������� ���������� � ���
����������� �������� �
´�� ������� ��� ���� �� �� � ����� �� �� ������� �¤ �� ���� �� º ! �� ��� ���¥
��� � �� �¤����� �� �������� �� �� ��� �������� �� ³ �²� ������ �������� ¡ �¤����¢ ���������� ����£� � ³� �� ���� � ����� �� �� ������� � ��� � ��� ��¢������ ��
��� � ������ ¥������ ��������� � � ��� ���������¢�¤¡ ���¤ � ���¤ �� ��� � ������
�� ��� ���� ��� �� � � ����¢�� ��� �� ��� ��� �� ���� ���¤ � ��� �� ������
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��$n��e �� �$���$g� $g $i� enmm�eeg� ��g�$�~�k

O(1)

p ��$n��e �� �$���$g� $g $i� j��k�m�ef
eg�

��g�$�~�k
O(1)

D.KS� Z� }� ��$n��e �� �$���$g� $g $i� � ����n�
�d����$ O(1)

D.S�T }� ��$n��e �� �$���$g� $g $i� g��fj�eef
$i�f��k �d����$ 
 

D oS�T }� ��h��e
$g $i� ��� ��n� �d�� ��$

O(1)

D.Z� tSLu }e� ��e��$e �� �d�� ��$
O(lg n)

D.Z� tSLu }p xe� ��e��$e �� �d�� ��$ y �$i � i��$
O(lg n)

x ln$ ��g�$�~�k
O(1)

�h
e

�e ��e��$�k % ne$
�h$��

p

D.Z� tSLu }S � ��e��$e � mgdd�m$�g� gh �d����$e
O (|S| lg(n + |S|))

D.SLwtS }e� k�d�$�e �dd �d�� ��$e �qn�d $g
e

 d�$

S
k��g$� $i� ���g��k mgdd�m$�g� O(lg n + |S|)

D.SLwtS }p� k�d�$�e $i� �d����$ �$ $i� z���� jgf
e�$�g�

��g�$�~�k
O(1)

D.SLwtS }p xq� k�d�$�e �dd �d�� ��$e l �$y��� $i�
$yg �$���$g�e 
 d�$

S
k��g$� $i� ��f

� g��k mgdd�m$�g�
O(lg n + |S|)

D.� Z�T }e� ��$n��e �� �$���$g� $g �� �d�� ��$
�qn�d $g

e
x �h enmi �� �e$e O(lg n)

D.PO�SL�KOU�T }e� ��$n��e �� �$���$g� $g $i� e��dd�e$
�d����$ �g$ d�ee $i��

e
x �h enmi �� f
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� ������� � �� ���� ���� �� � ������ ��������� �� ��� ������ �������� �� ���£��
���� ���������� ���� �������� �¶� ������� �
�� ���� ��� ������ ��¢ �������� ���� ¡ ����� ��� � ���� ��� ·¸¸ �������� ¡ ���
��� ���� ���������

D
Á

R1  D
��� �� ����� ������� ��� ���£���� ��������� ¡ �������¢ �� ��¤ �������� �

� � ������� �� �������� �� �¤ �� ¬®«©°®¨©¡ ����� �� � �� ��� �� ! ��� ����¢�
�� � � ������ �¤ ����� � ³��������¢ �� ���������¢ �� �������� ���� ��£�
�� ����À�� �������� ��� � � ¦ ��� ¡ ��������¥��� � ������ ���� � � ��������
��� ��� � ��� ��� ���� ���� ��� ������ ��

D
�

R2  D
��� �� ����� ��������� ¡ �������� �� �� �¶ �����¢ ���� ��� Å������ �¤ �����

�� � ������� Æ ¡ ��������� � ��� ����������� � �������� Å��������¢ �� ��������
�� ��� ���� ��� �� �� ��� ���¥����¥���¥��� ���� ��� �� ����������� �Æ � ¦ ��
����� �� �������� ���� ���� ��¢������ �� ���� ¡ ­¨¾® � �����¢ ��� ��� ��
���� ��� ����������� ¡ ���� ��� ������������� ¡ ���� ��� ������������ ¡ ���
����� �� �������� �� ·¸¸ �����¥�� �¤� �� ¡ ��������¢ � ����¤ ���� ������
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R3  ¦� �������� �� ¬¯¿° �¬ª°®«ª �� �� � ����� �� � ����� ����� �� ������ �� ���¢��

��
D

¡ �� ��Í ��� ���� ��� ��� � ��� ����� ��� �������� ��� ������� � ��¥
������� ��� �������� ���� �� ��� ���������� ��� �¶ �����¢ ��������� �

R4  D
��� � � ����������� ���� � �������� �� ������ Å� �¢ � �¤ ��� ����� ��¥

������� Æ �� ��¢������ �� ���� � �� ���� ��� � ������� ¡ �� ��� �������� ��
������¤ ������ ¡ ��� ������������ ���� ���� ������ ���� �

²�� � ��� ��������� �� �������� �� � � ��������� ¡ ��¢����� � ��� ����� ����
�������� ���� ¡ ��� ���� ���À�� �� � �¢ � � � ��� � �������� ����������� �� ����¥
������� ���������� ����� �� ��� �� ������ �����¢ ¡ �� ����� ��� ������ �� ���
·¸¸ �������� ¹º½ �� ��� �� ³ �²� ������� ¹��½ �
²�� � ��� ���� ��� �� ���� ��� �� �� �� ������� ������¤ ����� ������ ����� �� ������ ������¤ �� ������� ����� �À����� ���������� ������� �� �� ��������¢ �����¥
����� � ²�� ����� �À����� ����� ����� ���������� ��� ������� �� �� ������� º �
´�� �� ��� ������� ���� �� �� ���� ��� �� �� ���� �� ����� �����¢� ��� ���� ��
������ ������ ��������� ¡ ���� �� ����������� ����� �� ��¢��� ��� �� ��� ���£ ��
������ ������ �� � ������� Å� ������ �� ���������� ¡ �������¢ ¡ �� � ������������� �� ������ ��� �������������� ��¢������ �Æ � ´�� ������ �������� �� ��Í �����
���� � �� ���¥����£ ����� �� ��¢�¥��¢���� �� ������� ¼ � ²�� �¶� ���� ����� �������
��� ��� ����� �� ������� � � � �����¤¡ ��� � ����������� ��� �Í���� �� ������� � �
²�� �¶� ���� ���� ��������� �� ���� ��� �� ��� ������� ��� �� � �¤����� ������ ¥
� ����¤ �������� � ²�� ·¸¸ ���¢��� � ��� ������� ���� �� ��� �¶� ���� ����
��� �����¤ ��������� Å���� �ÄÄÉ ���É��Ä�� �É�Ë� �Ã	Ê�
����ÉÊ�ËÌ���Ä�ÃÃ �
�ÄÇ ËÆ �� ���� ¡ �¤ ����������¢ ��� ���� ¡ ����� ¡ ��� ������� � ������ ����¥
�������� �������� ¡ ��� ���� ��� �§ �����¤ �� ��� ������ �������� ������������
������� �� �� ����� ��� �������� ��� � �������� �������� �� ��� ���¢��� � � ���
���� � � � ��� ��������� ��� ��� ·�� �²� ������� ¹�½ �


 � ����� ������� ����������

³� ���� ������� ¡ �� ������� � ��� ����� �À����� ���������� ���� ����� �� ��
������ ������ ��� �� ���� �� �����¢� ���� �¤ �����¤ ������ ����� Å��²�Æ �� ���
������ �� ������������ � ������ �� ��� ��² �� �������� � ��� � ����� �À�����
���������� ��� ����������� ��� ��� ���� ��� ¡ ��� ��� � ��� ��� ¡ ��� �� �¶�����
��¤�
������ ��� �� � � ����� ������ ���� � ³� � ���� �� ��¶�� ��£ ����������� ¡
��� ��² �Ì�	 ��¢������ ������ �� �����¥��¤ ���� ��� ����������� ����� ����
����� ������ �� ���� ¡ ����� ¡ �� ¢������ � � ���� ¡ �� ���¤ ���¥��¤ ���� ��� ��� ¥
�������� ��� ��������� ¡ �� �� ��� ���� �� ·¸¸ ¡ �Ì�	 �������� ����������¤ ���
����������� � �� ���� ������� � ²���� �� � ������ ��¤ �� ������ ���� ���¤
��� ���������� � �� ���� �� � ������ �� ¡ ���� ����¢� � ��� ����� � �¤ ����
�� � � ������� � ²��� ������ ��¢������ ����¢ ���¤ ���¥��¤ ����������� ���
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��������� ��� �¶� ���� ������¤ ��������� �¤ ¦�������� ¹�½ � ²�� ��� � ������
��¢������ ��� ����¤��� �¤ � ����� ��� � ��!���� ¹��½ � ¤��� ������� ¡ �� �� ���� �
���� ��� ��������� ��� � ��� ���� �� ��������¢ ���£ ���� � ³� ��¶�� ��£� Å��� ¡
��� �¶����� ¡ ¹� ¡ ��½ Æ ¡ �� �� ����� �À����� �� ����� ���¤ ��������� �� ��� �����¶�
�� �����¤ ������ �
  ���������¤¡ ��� ���� ��� ��������¢ ��� �� ���� ���

e
�� � ��² �� �� �����¤

���� ������� �� ¢� ���� �� ��� ������� ����
x

Å
e < element[x]

Æ �� ��� � ³�
��� ¡ �� � �¤ ���� �������¤ ��� ¡ �� ����� �� � ��¢�� ����� ¡ �� ¢� ��¢�� ��¤��¤¡
��� �������� ��� ������ ����� �� ����� � ���� � ������ � ²�� ���¤ � ����������
�� ���� �� ��� ����� ��� ���� ����

y
�� ��� ������ ���� ��� ����� ��� ����

������ ��� �� ������� ��� ��¢�� ����� � ���� ��� ��� �� ��� ������ ¡ �� �� ���
� ��� ���� ��� ���������� �� ��� �������

element[y] < e
Å�� ������¤ £���

����
element[y] ≤ e

Æ �
³� �� ��� ���� �� ��� ���� ¡ �� �� �������� � ��¢�� � ������ ��� � ����

y
����

����
e = element[y]

¡ ��� ���� ���� �� ��� ������ ���� �� ������
y

������ Å��
right[y]

�� ����Æ �� ��� ��������� Å��� ��� ���������� ����� � ��� ���� ��� ��
��������¤ ������ ��� ����¥¢���¢ ����� ����

right[y]
Æ � � ���� ¡ ��� ����� ��������

�� ��� ������ ���¢�� ���� ��� ��������� � �������� ¡ � �� � ��� ������ �� � �������
�������� �����¢ ��� �������� ¡ �� ��� ����� ���¢�� �� ����� ��������� ����� ¡
����� �� � ������ �¤ ��� ����� ������ �� ����� �� ��� ���� ¡ ��� ����� �� ��
�������� ��� ����������� � �������� � ²��� ¡ ��� �����¢� �������� �� ��� ������
���¢�� ��� � ���¢�� ������ �� �� � ��� ��� � ������ �
� ��� �� ��� ���� �������� � �� ���� ���� ��� ������ �� ��������¢ ���£
�������� �¤ ������¢ ��� ������� ��À� �� ��� ���� Å��� ¡ ��� �¶����� ¡ ¹� ¡ »³ ³ ³ �� ��½ Æ �
³������ �� ��������¢ � �������� � ����� �������� ��� ���£ �������� ¡ �� ��� ¥
��¤ ��¢���� ��� �������� ����� �� ������� ������ ������ ¡ � �� � �� �������� ���
������� Å�� ��¢������ �� ��� �Æ �¤ �� ��������¤ ������ �� � �������� � ²��
���� ���� ���������� � �¤ ����¢� ��� ���� ��� �����¢ �� ������� ��� ����¥
������� ��������� �� � ÂÃÄ�Ç ÈÉ �� ÇÊËÄ ÌÂÃÄ�ÇÊËÄ ÌÇÈÉ ��� ������������ � ³�
ÇÊËÄ ÌÂÃÄ�ÇÊËÄ ÌÇ ÈÉ �� �� ����¤� ���� �� ������ ��� ��À� ����� �� ��� ��¤
���� ��� ���� ¡ ��� �� ��������� �� �� ������ � ³� ÂÃÄ�ÇÈÉ � ��������� ���£�� �� ��� ���� ����¢ ��� ������ ���� �� ��������¤ �� ��� ¢���� ���� ��� �� ���
������¤ ������� � �� ��� ���� ��� �� ������� ¡ �� ������ ��� �� ������ ��� ��À�
����� �� ��� ������� ����� � ¦ � �� ��������� ����¢� ¡ ���� ��� � � ������� �¤������¢ ��� ��À� �� ��� �� ��� ��� �������� ����¢ � ��� � ��� �� ��� ����� ����� ¡
��� � �£��¢ ���� �� ��� ��¤ ���� ���� ��� ������� ����� ��À� �� ������ ��
��� ��� ����� ���� ¯¨® ������� ��� £�¤ �� � � �������� Å���� �� ��¢¢����� ���
��� ������ �À�� �����¤ ������ ����� �¤ � ������À ��� ����� ¹�½ Æ �
	������ ��� � 
 ������ �������� � ������ � ������� ��� ������ ��� ������¥
���� ��� ������� ����������¢ ��¢������ � ���� ���� �� � ������ � ������ ����
� ����� ¥�� ����� ��� � ��� ���¥���� �������¢ Å� �¢ � ��������� �� ���¥����£ ����� ¹� ½ ¡
�� ����¤��¢ � ���� ����� � ��� �� ������ �� ������� Æ � ²���� ��� ��������¤ �����
���������� ���� ���� ¢�� ��� �� ������ � ������� �� �����¤ ����� Á ��������� ¡
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������� ��������� ¡ ��� ��������¢ � ³� ���� ������� ¡ �� ��¢�� ���� ���¤ ������¥
��¢ ��� � � ���� �� ������� �§ ����� ��������� ¡ ��������� ¡ ��� �������� �
� ¨¬¯®«© ¬¯¿«©¾¬¨¯ �������� �� � ����¤ ��¢ ��� ����� �� ��� ���� �� ����� ���
������ � ������ �����¢ ��� ��������� � ²�� ������� ����� ��� �������� �� ���
��¤ �� � ²��� ��������� �� ��� ����������� ���� ������� ���������� � �¤ � ������������¤ ��� ¡ ��� ���� ��� ���£ ���� � ��� ��������� �
¦ �¢������ � ���� ���� � ����� ¥�� ������ �¤������¤ ���� � ���¥���� ���� � ��� Á
���¤ ��� � � ������ ����� ����¢ ��������� Å�� �� ���� ¡ � �¢ � �¤ ����� ¹��½ Æ ¡
�� ��� ���� �� ������ �¶������� � ������ ¡ �� �¶��� �������� ���� � �� ����� ��
��� ���� � ²�� ������ � ������� ��� ����������¤ ������ �� ��� ��������� ����£ �
� ��� ���� ��������� �� ��� ����¤� ������ Á ��� �������� ��������¢ ���¤ ����
���� ��� ��¢�� � ������� ¡ ��� ��������� ��� ��� ��� ���¥��������� � ���� ���
��� � ���¢� ��� ��������� ����£ �¶�������¤� ²�������� ��� ���� � � ���� ����¢
��������� ¡ ��� �� �������� ����� �� ����� ��� ������ ����£ ����� � �£�� �� �
����¤ �� ! ��� � � ������� ¡ ������ ����� � � ��� � ���������� ����¢� �� ��� ���� ¡
���� ��� ���¤ ���� ��� ������ ���� � ������ �� �¤ ��� �������� ¡ ��� ��������
����� � � ����������� �
��©«°ª¬¯� �������� �� �������¢ � � ������ �� ��� ��������� �� ������ ¡ �¤ ��¥
� ��£��¢ ���� ������ ���� ��� �������� ���� ��� ���� � ¦ �� ����� � �� �� ������
�� £��� �� ��� ��¢�� � ������ �� � ������¢ �� � ��¢�� ����� �� �� ��� ��������� �
���� � ������ ��� ��� ��� � � � ��������� �����¢� ���������� ��� ��������� �
²�������¢ ��� � � ���� �¤����������¤ � ��� ��� ���� � ������ ¡ �� ������� ��¥
���� �� ��� ����������� �  ��� ��������¢ ��� ������ �� � ����
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²�������¢ ���� ��� ��Í�� ���� ��� �������£� �� ��� �������� ��� � ������ ¡
�� � ��¤� ���� � ��� ��������� Å�� �������� �� ����������¤ � ���� � ������Æ � ²��
���¤ � ���� ����� �� ����� �� �� ���� ������¢ �� �������� ��� �������� Á �����
�� ���� �������� ��� ������� �� ��� ���� �� � � ������� ���£ �� ��� ���� ¡
�� ���� ��� ���� ��� �� ������ �� ��� ������ �� ��� ����

x
�� � � �������

Å�¤ ��� ��������� �� ���Æ � ������������¤¡ ���� ���� �� ¡ �� ����������¢ ��
������ ����� ��������� ¡ �� �� ��� ���� ��¤ ����� �������� ���� � ������ ��¢
� ������ ���� ��� ��� ¡ ����£��¢ ��� ��� ����� �� ��� ���� ��� ��� � ����� ¥��
����������¢ ¡ ��� ���� ���� �� ��� � ����� �� �� ��� ���� ������ ���� � ��������
Å����� �� ���� �� �������¤¡ �� �� ��� £��� �� ����� ���� �� �������� ���
������ Æ � ³� ���¤ � ��� Å�� ��� ��������Æ �� ������ ¡ ���� ������¢¤ �� � ����� �� ������ �Í������ Á �������� �� �������� ���§ ����� �¤ ��� ����������¢ � ³� �� ��
��� ���� �� � ������ ��¤ ����������� ¡ �� ��� ������ ��������� ��� ������¤
�� ��� ������� ������� �� �� ��� ¡ ��� ��� ������¶��¤ �� � �������� ����� ����
� ���� � ������¥��¢������ �� � ¦������ �������� �� �� � ������ � ������ ��� ���
���� ��� �� � � ������� ��� ����� ��� ��������� �� � ����£ � ²��� �� ���������� ��



�� a���a� �� _�	�\ �`a� ^_��] �

���� ��� ����������� ��� ��� ��� �¶� ������ � � ��� ���� � ��� ������ � ������� ¡
��������� �� ��� ���� �� � ������ ���� ��� ����������� �� ��� Å��� ���� �� ���
� �������� ��� �� ��� ·¸¸ �������� Æ �
³� ���������� ¡ ��� ���¤ ������ ��� ��� ������¢ ��� ������ � ������ �� ��������¢ ¡
����� �������� Å������Æ ��������� ��������� ¡ � �����������¤ ������ ��������
� ����� ¡ ��� ��� ���¤ � � � ��� �� ���£ ��� ���� ��� � ��� Å� ������ ��� ���¥
�����Æ � � ��� ���� ��������¢ �� ����� ���������¤ ��������� � ��� ������ ¹�º½ ���
������ �À�� �����¤ ������ ����� ¹�½ ���� ������ ����� ����¢ ��� ! ����������� �������� Å����� ��� ��������Æ � � ��� ������ � ������� ¡ �� ��������� ����¥
���� �� ������ ��� ��¤ �� ��� �� �������� ��������� �� ���� ��� �� ��� ���������
��� ��¢�� Å� ���¢�� � ������Æ �
���������� �� ��� � ��� �� �������� � ������¢ ��� �� ������� ���� �� ��¥
������ �� ��� � ������� ����� �� ������ ����� � ´� ���� � ����� � ������� ¡
� �� ��¤ ���¢�� ��� �������������� ������� ���� ��� �¶��� ��� Å�Æ ��� �������¤ �
����� ���� �� �����¢� ¡ � �£��¢ ��� ��������� �¶���� ��¤ �������� �� � �� ��¤�
²���� ��� ������� ����£� �� ����� ���� ����� Á �� ������� ��� �
´�� ������ ����£ ���� �� �������� ���� ���������� �� �� ������ � ��� �� ���
������� �� ��� �������� Á ��� ��� �� À��� �� ��� ������� �� ��� ���� ����� �� ����
���� ��� ������� �� ��� ��¢�� ����� ¡ ��� ������ ��� � �� ��� ��� ��� ��� ��¤
��¤ �� ���� �¤ � �������¢ ��� ��� �������� Å��� �¶����¢��¢ ��� ���� ���¤
� ���� ��Æ � ²��� �� ����������� �� ��� ���� ��������� ¡ ��� � �¤ ���������� ���
��������� � ������¢ �� ��� ��� ���� ���� � ¦ ��� ¡ ���� ����£ ������� � ��� ���¤ ��
�������� ����� ���� ���� ��� �������� ¡ ��� �� ������ ������ � ��� �� � ����
����� � ��� �������� � ������� ��� ���� � ��� ����� ������� ¡ ���� ��������� �� ���
����������� ��� ���� ��� �� �
¦������ ��������� ¡ ����� �� ����������� ��� ��� ���� ��� ¡ �� ��� ��� �� ���
�����¥� �������� � ����¤ ���¢�� ��� ���������� � ����� � ���� �������� ��
����� ��� �������� ¡ �� ��� ¢��������� ���� ��� ������� �� � ������ �� �� ����
Å�������¤¡ ��� ����� ��§ �� ��� � ���¢�� ��� ¡ ��� �� �������� � ��¤ ���� ������� ��������� � �� � ������Æ � �� �� � �¤ ����� ��� ��� �� ��� ����� ��¢�������
���� �� ��� � ������ ¡ ��������¤ ���������¢ ���� ��� ���� ������¢ ��� � ������ ¡
��� ��������¢ ��� ��� ��¢�¥����� ���� �� ��� � ������ ���� ������¢ ��� ���������� � ����� �

� � ��� ��� ������������

¦� � �������� �� ��� ������������ ¡ ��� �������¢ � ���� ��� ��� �� ³ �²� �� ¥
���� �������� �� � ���¥����£¥���� ����� �������� � ³� ���� ������ �������� ���
��������� ��� �������� ��¢������ � ��� ����� �� ����� ������� �� �� ¹� ½ � ²���
���¥����£¥���� ����� �������� ��� ������ ������������¤ ������� �����������
����� �� ������� ������� ��� �������� ��������� �� ����������� ���������� ÂÃÄ ¡
Ç ÈÉ ¡ ÇÊËÄ ÌÂÃÄ ¡ ��� ÇÊËÄ ÌÇ ÈÉ � ´�� ����¢� ¢��� ��� �� ��� ������� ��������
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�� ���¥����£ ����� ����� � ��� ����� �� ��� ���� � ³� ���� ������� ¡ �� ������� ���� � ��� ���¢���� ��¢ ���������� ����� � ��� ���� ���¤����¢ � ����� �� �
	����� � �������� � ²�� ����� ���� ��������� �� ������ ����� �� � ·¸¸ �����
��������
uSvNPwuS �uQNS�wv S �SQ � uQNS�wv S �PSv S�u � uQNS�wv S ��uLw�uOL �uQNS�wv S �OvNwLwuOL � uQNS�wv S �PPO�wuOL��Pwtt LK�uLSS 	
����� 
Ã� �� ��� �¤� � �� £�¤� ��� �ËÃÇÃ�Ä �� ��� �¤� � �� ���� ���� ������ ��
��� ���� � ²�� £�¤ ��� ���� ��� �¤� �� ��� ��� ��� � ��� ÂÃÄ ��� ÇÊËÄ ÌÂÃÄ ¡ ���
��� ���� ��� �¤� � �� � ���� �� 
Ã� ��� �ÈÄÈ ��� Ç ÈÉ ��� ÇÊËÄ ÌÇ ÈÉ � ¦ ��������
�� ! ��� �� �¤� � �
Ä�È�Ä�� �� ��������� ��� ��� � ����� �������� �ÉÃ�ÈÄ�� ��
�� ���� �� �¶����� ��� £�¤ ���� ��� ���� ��� Å�������¤ ��� ÂÃÄ ��� ÇÊËÄ ÌÂÃÄ ¡
��� ���! ������ ���� ��� � ��� � ����� �� ��� ���� ��� Ç ÈÉ ��� ÇÊËÄ ÌÇ ÈÉ � �����
��� ����� �À�� ���¤ �� ������� ��� �Æ � ¦ �������� �� ! ��� �� �¤� � ��ÇÉÈ�ÈÄ��
�� ���� �� ������� ��� £�¤� ���� �������¢ ��� £�¤� ������ ��� ���� � ��
���� ����� ��� ������ �� ��� � ������ � ����¤ ���� ����� ¡ �� �������� �¤��� ·¸¸ �������� � ³� ����� �� ����������� ÇÊËÄ ÌÂÃÄ ��� ÇÊËÄ ÌÇ ÈÉ ¡ ���
©�� ®©«« ����� �������� ��� ��������� � ������ Å¬¯¾«©®� �¯¬��« ��� ¬¯¾«©®�
«��° � Æ � ´����� ��� ¡ �� ��� ��� ����� �����������¥��������� � ����� ��������� �
��� ������¢ ���� ���� ¡ �� ����� � ��� � ����� �������� ¾«°©­�� �«¯� ®� �����
� ������ � � ������ ��� ������� ��� ������ �� ���� ��� ����������� � ������ �� �
��� ����¢¢��¢ ���� ���� ¡ �� ���� ����� � ����� ��������� �� ����� ��� ����
�����������¤ ��� �����¤ ��� ���������� �
¦ �� �� ��� ¡ �� ���� ����� �� ���� ���� ����£ ��� ������� �������� �� ���¥����£����� �� ���� �� ��� ����� ���� � �� �����¤ ������ ����� � ²��¤ ��� ���� ���À�� ¡
�� ��¢ � ��� ����� �������� ¡ �� ²���� � �
� ������� ���� � ����� �� ���¢��� �� ·¸¸ ¡ �� ���� ��� �������¤ �� ���
���� ���¤ � ��� ��� ��������¢ ��� � ������ � ³������ �� � �����¢ 
 ��� Ì��Ä ¡ ��
��� ����� � Ì��Ä �
� ¡ �������� ���� � Ì��Ä �� � �� ��� �� ! ��� Å�¤������¤ � ���
�� ���� � ������Æ ���� ��� � � ����� �������� �ÉÃ�ÈÄ�� �� ��£��¢ � � ������
Å��� � «± ®±� «Æ ��� ��������¢ ������� � ������ Å��� ¿° �� « ®±� «Æ � � ��� ���¤ � ���
���� ���������� �� ��� ����� � ���� ������¤ ¹�� ½ ¡ ��� ���� � ��� �������������� � �� ��� ����� � ��� ���¤ � �� ������¤ ¹�¼½ � �� � ������� ��� ������������� ����� � ²��� ��������� ������� �� �� ����� ���� � ��� ��¢�� �� ���� ¡ �� ���
� ����� �� ¹� ½ ¡ �� ���� �� ����¢ ��� � �¤� � ����£��¢ ����¢ ��� ��¤� � ��� ���¤
� ��� ��� ���� ��� ��������¢ ��� ��� � ������� �� � ����

x
Å
parent[x]

¡
left[x]

¡
right[x]

Æ �� ���� �� ��� £�¤ Å
key[x]

¡ ����� ����� �¤� � �� ��� £�¤ �¤� �Æ ¡ ��� �����
Å
color[x]

¡ ����� ����� �¤� � �� � ������ Æ ¡ ��� �
� ��� ���¤ � ��� ��� �� ��� �� ! ���� ����� ��� �¤������¤ ����� �À�� ���¤ �� ��� ¥
���� ��� � � � ���� ¡ ���¤ ���� �� ����������¢� ��� �Í�� �¶��� �¤� � ����£��¢
�������� �� ������ � ������ ������ � ¦ ��� ���� �Í��� ��� �������� �� ��� �� ³
�²� ������ �������� ¹��½ �� ���¥����£ ����� �����¢� ������ � ����� ��������� �
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����� �� ÝÏÑÏ ÕÑÐÖáÑÖÐÙÕ ÒÞ ØÖÐ Ù�×ÙÐÒí ÙÞÑÕ ð ßØÚÙ ÕÒ�Ù ÏÕÕÖí ÙÕ Ï �ØÐÚ ÕÒ�Ù Ø � �ä ÛÒÑÕ ð
� �� � 	�em��j$�g� �gk� e�~�
tuT 

tSu rss tSu x ��$����dd! ��kfld�m" $��� o �� l!$�e
LK�uLSS rne$g� ��kfld�m" $���e x k�����k

h�g� $i� c
� cp{ tuT 

tSu �� f
jd�� ��$�$�g� x �nz���$�k $g z�$i��
j�$i d��z$i ��hg�� �$�g� o

�� l!$�e

LK��vN�uLSS � ����gne ��$�! y �$i mgdg� l�$ mg� f
j�m$�k �� $i� j����$ jg��$�� o

�� l!$�e
LK�uJL�uLSS pi���k�k ��kfl d�m" $���e }� �� $i�

���d ���e�g� x $i�e� y �dd i��� �g j��f
��$ jg��$��e� o

�� l!$�e

LK��vN�uJL�uLSS pi���k�k ��kfl d�m" $���e y �$i $i�
mgdg� l�$ mg�j�m$�k �� $i� j����$
jg��$�� o

�� l!$�e

LK�wU��uLSS c�� � �e LK�uLSS x �nz� ��$�k y �$i
enl$��� e�~� ��hg�� �$�g� o

�� l!$�e
LK��vN�wU��uLSS c�� � �e LK��N�uLSS x �nz���$�k

y �$i e�~� ��hg�� �$�g� o
�� l!$�e

LK��vN�wU��uJL�uLSS c�� � �e LK��vN�uJL�uLSS x �nzf
���$�k y �$i e�~� ��hg�� �$�g� o

�� l!$�e

� ��� ���¤ � ��� ��� ��� �� � � � ��� ��¶ ���� ¡ ��� �������� ���¤ ����� �� �� �����¥
�������¤ ������� ��� ����� ��� ���� ��� ������ � ������ �¤ ��������¢ ��� �����
��� ������ ���� ���¤ � ��� � �� ����� ����¢�� ��� �������� �
�� ������� ��� ¢������¥���� ��� ��������� ¡ ­¨�� °­®�� ¨¬¯®«©� � °� ��� ­¨��
� °­®� �¬®� � °� ¡ ����� ��� �������� ������ ���� ���¤ � ��� Á ���¤ ��� � � ����
�� ������ ���� �� �� ����¢�� ��� � ²��� �� �������� �¤ � �£��¢ ��� ������
�¤� � �� ��� ���� ���¤ � �� � � ©¨�± ¨�� «­® ������� �� � ����� �� ��������� �
²�� ���¶¤ �� ! ��� �� ���� ����� �� ��� ����¤��¢ ��� ������� � ��£ ��� ��������¢
��� ���� �� �¤� � ���� ���������¢ �� �� ������ ����� Å������ � ������ �� ���Æ ¡��� ��� ����¢���¢ ���¤ ��� �������� ���� Å������¢ ��� ��� �� � ������ � ������
������¢��Æ ���� � �£��¢ �� ����¢�� ��� �
·���������¤¡ �� �� �������� ��� ����� �� ����� �� ��������� �� ����� ���
� ������� � ����� ��� £�¤¡ ��� �� ���� � ��� �� £�¤� ��� ��� �� � ������� ��
£�¤� ¡ ��� � ������� � �¤ � � ������ ��� �� ��� ����� ���� ������ ¡ ��� �� ��� �
¢����� ������ � � ���¢ ��Í ����� ���� ���¤ � ��� �� ������ ����� ������ �¢��� ��
����������� � ��� ���� ��� �� ��� ��² ���� ¡ ��� ���� ���� ���� ����� �
²�� � ����� ����¤ �� ���������¢��¢ ���� ���¤ � ��� �� ����� ��� ���� � �������
����� �� �� ��������� ��� ��� ���� ��¢������ � �� �������� ��������� Å� ���
�������� ����� ����� �È�Ã�Ä ¡ �Ã�Ä ¡ � Ì��Ä ¡ ��Ë�� ¡ ��� � ����� ��� ��� �¤� ��
�� ��� ���� ������ ���� ���¤ � ���Æ � ²���� ��¢������ � ��� ������ ������ ���
������� ������ ��������� �
��� ������ � � ������� � ���� � ¦ � �� ���� �� ��� �� ³ �²� ������ �������� ¡
�� ��� � �� ����� ���� ¡ ��� � «°ª«©¡ ����� �� ��� ������ �� ��� ���� � ���� � �£��
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�� ��� ��������� �� ��� ���� �������� �� ��� ���¢� Å��¢��� ��� ����Æ ��� ���
����������� �� ��� � ��� �������� �� ��� ���¢� Å����� ��� ����Æ � ²� ���� �
������� ������ ��� �� ����� �� ��� ����������� ��� ��������� ��¢������ � ¡ ���
���� ����� �� ��� ������ � ����� �� ��� ����� ��� ���� ¡ ��� ��� ��¢�� ����� �� ���
��¢��� ��� ���� � � ��� ������ � ������� ¡ �� ��� ����� ��� ���� �� ��� ������ µ�
������ ¡ ��� ���� ��� � � ��£�� �������¢� �� �� ��� ��¢������ � � ³� ���� ��¤¡
��� ��������� �������¤ ���� � �¤������ ���¢� � ���

n + 1
��������� ¡

n � ���¢ ���
������ �� ���� ���� ������ ¡ ��� ��� �������� �� ��� ���¥����¥���¥��� ���� ���
�� � � ������ �� ��� ������ ���� � � ��� ��������¢ �� ����� ������ � ������� ¡
��� ���� ��� �� � � � ��������� �� � �������� ���� ¡ ��� �� �� ���� ������� ��
���£ ��� ��� ��������� Å�� ��� ��¢�� ���� ��� ������Æ Á �� ������� ��� ������
� ���� ��� £��� ��� ����� ��� ���� ��� ©¬�� ® ����� �� ��� ������ ¡ ��� ���
��¢��� ��� ���� ��� ���� ����� �� ��� ������ �

� � ����������� � ���� ���

³� ���� ������� ¡ �� ��� ��� ������ ����¤ �¶� ���� ����� ������� ��� ��� ����� ��
²���� � � ³� ��� ���� ������� �� ��� ��� �� ¡ �� � ��� ���� ������� ���¥����
�������� �������� �� ��� ���¥����£ ����� ¡ ����� � ��� �Í��� �� � ��������¥
��������� Å�� �� �¶� ����� �����Æ ÂÃÄ ������ �������� �� � ���� �� ���¤ ���
�������� Å� �¤���Æ � �� ���� � �� � ��� ���¢� ����� � ���� �� �¢����� ��� ������
�� �������� ��������� �� ������� º � �� ���� ���� �� ������� ������ �À�� � ����¤������ ����� ¹�½ ¡ �� ��¤ ����� ¹��½ ¡ ��� ������ ¹�º½ �
�� �Í�� ��� �¶� ���� ����� ������� �� ��� ���� �� ����� ������ ��������¢ ���
������¢ ��� �� ��� ��� ������ ��¢ �� �������� Á
� � ³����� � � ������ ���� ���� �� � ������� ����� �

 �� � ²������� ��� ���� ��������� �� ����� � ������� ��� �� �

 �
 � ²������� ��� ���� ��������� �� ������� ����� � ������� ��� �� �
� � ������ ��� ��� ��� ���� ���� �� ��� ��� � ����� �� �������� �
� � ������ ��� ������ �� ���£� �������� �¤ ��� ������ ��������� �� � �������
�¤ n lnn

Å���� ¢���� � ������ �������� �������� ���� ������ � ���� ��� ��������
��¤������� ����¤��� �� ��� �������� ���� ���¢�� Æ ¡ �� ���� �� ��� ������ ��
���� ��� ����������� � ������ �� Å� �� ���� ������� Æ �
� � ������� � ������� �������� �������� Å� ��� ��������� � ¡ �� ����������� �Æ ¡
� ��£�� �� ������ ������� �������� ��� ���� � ���� �� £�¤� Å� ��� ������� ¡
���� ��� �������Æ �
� � � ����� ��� ������� �������� ���� ���� �� � �
�� � ������ �� ��� �¶� ���� ���� � ��� � ��¢��¤ ����� �À�� � ��� � �� ��¤ ����¥
����� ¡ ����� �� ��£�� ���� ��� ����� ���� ������¤ ¹¼½ � ²�� ���¢��� � ����
�������� �� � � �� ´� � � �� �������� � ��� ������· ��������� ¡ ��� � �����
�� � �� �� � �� ��¤� ²�� �������� ��� �¸¸ � � ���� ��� ����� �À����� �������
������ �� �
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¦� �� ��� ����� ��������¤ �� ��� ���� ���������� ������ Å��� ²���� �Æ ¡ ��
����� � � ����� �� ����� � � ������ ��� ��� ��� � ������ �� �¤��� �� �� ����¢��
�����������¢ ��� ��À� Å�� ������ ���¤ ������ Æ ¡ ��� ���� ������ �� � �¤��� �� ������ �� ���¢�� ��� ������ ¡ � ���Ë ���� � ��� ����� � ������ ����� � ��� �������
� �¤��� ��� �����¢� �� ���� �
²�� ������� ��� � ������ ��������� ����� ��� ��������� �� ²���� º ¡ ��� ��
���������¢ ��������� ����� �� ²���� ¼ ¡ ��� ��� � ���������¢ ��������� ����� ��
²���� � � ¦ � � ���� ¡ ��� ��� ������������¤ ¢�������¢ ������ ����� �� ��� ����
���¢�� ��� ������ �� ���� ��� ����������� �� ¢���� �� �������� ��������� ��
����� �� £��� ��� ������ ��������� ���� �� ���� �Í���� � ²��� ��� ������ ��� ��
�� ������ �� ��� ������� ��� ��� � ��£�� �� ¢����� ��� ���������� �

� � � ������ ���

�� ������ ����� ������� �������� �� �����¤ ������ ����� ������ ��¢ � ��� ����¥
���� ��� ����¢ �¢¢������� ����� �À������ � ·����������¤¡ �� ������� ���� ���
������ ��������� ��� � ��� �����¥�§ ����� ��� �� ��� �� ���� ��� ��� ���� ��
���� ������ ����� ��� �� ³ �²� ������ �������� �� ���¥����£ ����� �� �����
��� ������ ��������� ���� ����� � ´�� ���� �� �����¤ ��������� ��� � ��� � ��������� �� ���� �� ��� ·�� �²� ¹�½ �
²�� ·¸¸ �������� ¹º ¡ »º¼½ �������� ���� �������� �� �������� �ÉÃ�ÈÄ��¸¸ ���
�ÉÃ�ÈÄ�� �� ������ ��£� �� � ��� ���� �� ����À�� �������� ��� � � ��� ���
������ ��������� �� ���¥����£ ����� ���� ¢�������� �� � �� ��� � �������� ��
������ ���� ��� � �������� �� ������ ���� ¡ ��� ��� ��� � � �¶�� �������� ��
������ ���� ��� ������ ���� � �� ��� ��� ����� �� � �������� ������¤ �����¥
� �������� �� ����������� ���������� ���� ����� ������� �����¥����

O(1)
¥��� �

�������� �� �������� ��� � � �¶���� �� ������ ���� ��� ������ ���� � ���� � ¢���¥
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